UniHei_Logo. jpg

(GEHALTEN VON : PETER ALBERS

Analysis III.

SKRIPT : PAUL GONDOLF

BEARBEITET: 15.04.2019




CONTENTS 1
Contents
0 Vorspann 3
1 Mass-Theorie 4
1.1 Ringe, Algebren, o-Algebren . . . . . . . . . L L 4
1.2 Additve und o-additive Funktionen . . . . . . . . . . ... 6
1.3 Messbare Raume und Massraeume . . . . . . . . .. ... Lo e e 7
1.4 Der Fortsetzungssatz . . . . . . . . . .. 8
1.5 Das Lebesgue Mass auf R . . . . . . . . . .. L e 11
2 Integrationstheorie 13
2.1 Messbare Funktionen und Borell-Funktionen . . . . . . . . .. .. . oL oo 13
2.2 Partition und einfache Funktionen . . . . . . . . . . . . . . ... 15
2.3 Das Integral nicht-negativer messbarer Funktionen . . . . . . .. ... ... . 0000 16
2.4 Das Integral messbarer Funktionen . . . . . . . . . .. .. L e 19
2.5 Konvergenzsaetze . . . . . . ... e 20
2.6 Raeumlich integrierbare Funktionen . . . . . . . . . .. ... o 21
3 Produktmasse 24
3.1 Produktmass und Satz von Fubini . . . . . . . . . . . ... 24
3.2 Das Lebesgue-Mass auf R™ . . . . . . .. . e 27
3.3 Bildmasse, Trafosatz und Trafoformel . . . . . . . . ... ... . . 29
4 Integration auf Untermanigfaltigkeiten 30
4.1 Untermanigfaltigkeiten . . . . . . . . . . . L e 30
4.2 Tangentialraum und Differential . . . . . . . .. . . L o 32
4.3 Kurven und Flaechenintegrale . . . . . . . . . . .. Lo 34
5 Differentialformen 36
5.1 1-Formen (Pfaff’scher Formen) und Kuvenintegrale . . . . . . . ... ... ... ... ... ...... 36



CONTENTS 9

5.2 Differentialformen hoeherer Ordnungen: . . . . . . . .. . .. .. . o 39
6 Integralsaetze 45
6.1 Integration von Formen . . . . . . . . .. L 45
6.2 Orientierebarkeit und Untermanigfaltigkeiten mit Rand . . . . . . ... .. .. ... ... ... 45
6.3 Die Integralsaetze von Gauss und Stokes . . . . . . . . ... oL 47

6.4 Klassische Formulierung der Integralsaetze . . . . . . . . . . . . . .. .. o 49
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0O Vorspann

Volumenabbildung vol: P(R?) — [0, co] mit

a) vol()) =0, vol([0,1])3=1

b) Xi,..., X) € P(R?) seien paarweise disjunkt = vol(X; U ... U X}, )=vol(X;)+...4+vol(Xj)

¢) "Invarianz unter Bewegung” Vv € R* VA € O(3) VX € P(R)" : vol(A- X +v) =vol(X):={ Az | z € X }
Theorem: (Banach-Tarski 1924)
Es existieren p.w. disjunkte Mengen Xj, ..., X;, € R" und Bewegungen [, ...3,, mit

a) X3 U...UXg =[0,1]3

b) Y1 := B1(X1), ..., Yk := Br(X}) sind ebenfalls p.w. disjunkt und es gilt: Y; U...U Y, = [0, 12 U [2, 3]
Korollar: vol() wie oben existiert nicht.

Banach-Tarski: (starke Version)
Es seien X,YC R?, d > 3, beschraenkte Mengen mit nichtleerem Inneren. Dann existieren p.w. disjunkte Mengen

X1,...X;, C R? und Bewegungen f31, ...3, mit:
a) X =X;U...UX;
b) Y1 := f1(X1), ..., Yi := Br(Yy) sind p.w. disjunkt.

)Y =YU..UY,
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1 Mass-Theorie

Notationen Es sei X eine Menge und A, B C X
e A =X\A={reX|x¢ A} = A\B=AUBC
e AAB := (A\B) U (B\A) symetrische Differenz

e Es sei A, eine Folge in P(X)

oo C oo
(U An) = ﬂ Ag
n=0 n=0
limsup A, := (| U 4Am
n—o00 n=0m=n
liminf:= J ) Am

n—o0 n=0m=n

e (A,) sei monoton steigend, d.h. Ag C Ay C Ay C ... C A, C ...

o0
= limsup 4,, =liminf A, = | A,
n=0

Wir schreiben dann A, 1 A, falls A= |J A,

n=0
e (A,) sei monoton fallend, d.h. Ag D Ay DAy D...DA,D..
= limsup 4,, = liminf A,, = ) A,
n=0

Wir schreiben dann A, | A, falls A = (] A,
n=0

1.1 Ringe, Algebren, o-Algebren
Definition 1.1: (Ringe, Algebren)
1. Eine nichtleere Teilmenge A € P(X) heisst Ring, falls gilt:

(a) De A
(b) ABe A= AUB, ANBe A

(c) ABe A= A\BcA
2. Ein Ring A ist eine Algebra, wenn zusaetzlich X € A gilt.

Bemerkung;:
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1. Es sei A ein Ring. Dann gilt:

A ist eine Algebra < VA € A: A € A.

2. Es sei J eine Indexmenge und fuer alle j € J A; C P(X) eine Algebra

= NA ={ACX|VjeJ:Ae A;} ist eine Algebra. (Der Schnitt ueber beliebige Algebren ist wieder
jeJ

eine Algebra)

3. Sei K C P(X) beliebig.

= a(K):=N{A | Aist eine Algebra mit £ C A } ist die von K erzeugte Algebra.

Definition 1.2: (o-Algebra)

Eine Teilmenge £ C P(X) heisst o-Algebra, wenn gilt:
1. & ist eine Algebra.
2. Fuer alle Folgen (A,) in & gilt: @0 A, €&
Bemerkung;:
1. £ o-Algebra &

(a) De&
(b) AcE = A% €€

(c) A, €& VneN = |J A, €&

n=0
2. A, €€ VneN

= (1 A, , limsup A4, , liminf 4,, € £
n— 00

n=0 n—00
3. Sei £ C P(X) beliebig

= o(K):=N{E€ | & ist eine o-Algebra mit £ C £ }

Definition 1.3: (Borel o-Algebra)

Es sei (E,d) ein metrische Raum und 74 :={ U C E | U ist offen bzgl. d } die Topologie auf E. Dann heisst o(73)
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die Borel-o-Algebra von E. Wir bezeichen sie mit:

B(E) := B(E,d) :== o(Ta)

1.2 Additve und o-additive Funktionen

Definiton 1.4: (additiv, o-additiv, o-subadditiv)

Es sei A C P(X) ein Ring und p : A — [0, 00] := [0,00) U {oo} eine Abbildung mit u(f) =0
1. p heisst additiv, falls gilt A,Be A, ANB=0 = u(AUB) = pu(A)+ n(B)

2. p heisst g-additiv, falls fuer alle Folgen (A4,,) in A, die p.w. disjunkt sind, gilt:

Janea = ﬂ<U An> => (A
n=0

n=0 n=0

3. w heisst g-subadditiv, falls fuer alle B € A und eine Folge (4,,) in A gilt:

Bc |J An = w(B) <) u(An)

n=0 n=0

Bemerkung;:
1. w sei additiv. Dann folgt:

(a) Ay,..., A, € Ap.w. disjunkt
= #(Ga) = Ee

(D) A, BCA BCA = u(B) < u(A)

2. p sei o-additiv. Dann ist p auch additiv

Lemma 1.5:
1. p: A—[0,00] sei o-additiv. Dann ist g o-subadditiv.

2. p sei additiv und o-subadditiv. Dann ist 4 o-additiv.
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Satz 1.6:

Es sei pn: A — [0, 00] additiv. Dann ist aequivalent:
1. p ist o-additiv.

2. Es sei (A,) C Aund A € A. Dann gilt:

An T A = p(An) T u(A)

Satz 1.7:

Es sei pp: A— [0,00] o-additiv. Dann gilt fuer alle Folgen (A,) in A mit A4, | A € A:
H(Ao) < o0 = p(Ay) 4 u(A)

Korollar 1.8:

Es sei pr o-additiv auf der o-Algebra & C P(X) und (A,) C €. Dann gilt:

1 (lim inf An> < liminf u(A,)
n— oo n—oo
Ist pu(X) < o0, so gilt:

lim sup pu(A,) < p (lim inf An)

n—oo n— oo

Lemma 1.9:

Es sei p o-additiv auf der o-Algebra & C P(X) und (A,) C €. Dann folgt aus Y u(A4,) < oo:

n=0

1 (lim sup An) =0

n— oo

1.3 Messbare Raume und Massraeume

Definition 1.10 (Messbarer Raum, Mass, Massraum)

1. Es sei X eine Menge und £ C P(X) eine o-Algebra. Dann heisst (X, &) ein messbarer Raum.

2. Essei p: € — [0,400] o-addititv. Dann heisst p ein Mass auf (X, €) und (X, &, p) ein Massraum.
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3. Ein Mass heisst endlich, falls pu(X) < oo.

4. Ein Mass heisst g-endlich, eine Folge (A,) C € mit |J 4, = X und u(A,) < oo existiert.

n=0

5. Ist p(X) =1, so wird p Wahrscheinlichkeitsmass genannt.
Definition 1.11: (u-Nullmengen, p-fast-ueberall)
Es sei (X, &, ) ein Massraum.

1. Dann heisst eine Menge B € £ p-Nullmenge, falls u(B) = 0.

2. Eine Eigenschaft P(z), = € X, ist py-fast ueberall wahr, falls:

{z € X | P(z) ist falsch}
in einer pu-Nullmenge enthalten ist.

Lemma/Definition 1.12: (Vervollstaendigung)

Es sei (X, &, ) ein Massraum. Dann ist £, := {A € P(X) | 3B,C € £ mit u(C) = 0 und AAB C C} eine

o-Algebra mit folgenden Eigenschaften:
1. £ECé,
2. Zu A € &, waehle wie oben B,C € £ und setze fi(A) := u(B)

Dann ist 7z : £, — [0, 00] ein Mass. Der Massraum (X, &,,, i) heisst die Vervollstaendigung von & bzgl. p

Ein Massraum heisst vollstaendig, wenn gilt:

VA€ & mit u(A)=0 : BCA = Beé&

1.4 Der Fortsetzungssatz

Theorem 1.13: (Caratheodory)
Es sei A C P(X) ein Ring und p: A — [0,00] o-additiv. Dann kann p auf £ := o(A) fortgesetzt werden.

Ist u o-endlich auf A, d.h. 3A,, € A mit A, T X und p(A4,) < oo fuer alle n € N, so ist die Fortsetzung eindeutig.
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Definition 1.14: (7-System/ Dynkin System)

1. Ein nicht-leeres K C P(X) heisst 7-System, falls gilt: A, Be KX = ANBeK

2. Ein nicht-leeres D € P(X) heisst Dynkin-System, falls gilt:

(a) 0,X €D
(b) AcD = AeD

(¢) (A,) CDpw. disj. = U A4, €D
n=0
Bemerkung;:
1. o-Algebra = Dynkin und 7-System.

2. C m- und Dynkin-System = C o-Algebra.

3. Jeder Ring ist ein m-System.

Theorem 1.15: (Dynkin)

Es sei K ein m-System und D ein Dynkin System mit  C D. Dann gilt:

Proposition 1.16:

Es seien 1, o Masse auf (X, E). Es gelten:

1. D:={Ae€&| ui(A) = uz(A)} enthaelt ein 7-System K mit o(K) = &

2. A(X;) € K mit py(X;) = pa(X;) < oo fuer alle i € N und X; 1T X.

Dann folgt: pu1 = s

Definition 1.17: (Aeusseres Mass)

Es sei A C P(X) ein Ring und p : A — [0, 00]. Dann heisst:

i (E) = inf{ium» | €A Ec []Ai}

=0
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das aeussere Mass von E C P(X), induziert von pu.

Bemerkung:
1. p* : P(X) ist i.a. kein Mass!
2. Aus der Definition folgt direkt, dass p* monoton ist:

ECFCX = u'(E)<u*(F)

3. A ein Ring ist nicht notwendig fuer Def. 1.17.

Proposition 1.18:

*

p* ist o-subadditiv. Ist p ebenfalls o-subadditiv und u(0) = 0, so gilt: p*| , = p

Definition 1.19: (additive Mengen)

Es sei pu* : P(X) — [0, o0] ein aeusseres Mass. A € P(X) heisst additiv bzgl. p*, falls:
VEeP(X) : p(E)=p (ENA) +p (EnA°)
G:={AeP(X) | A ist additiv}

Bemerkung;:

Aus p* o-subadditiv folg: A€ G & p*(E) > p*(ENA)+ p*(En A°)

Lemma 1.20:

Es gilt:
1. Aeg = A%€g

2. Acg, BEP(X)mit ANB=0 = p*(AUB)=p*(A)+ p*(B)
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Theorem 1.21:

A sei ein Ring und p : A — [0, 00] additiv. Dann ist G eine o-Algebra mit A C G und p* |g ist o-additiv.

Bemerkung;:

Insbesondere ist (X, Q,u*’g) ein Massraum.

1.5 Das Lebesgue Mass auf R

Setze:
J ={(a,b] | a<b}
und
A= {UIZ ’ n EN7 Ila-“aI’ﬂ € ‘-7} U{(b}
i=1
Lemma 1.22:

1. A ist ein Ring.

k
2. Esgilt: VAe A 3J1,...,J, € J p-w. disjunkt mit A= {J J;
i=0

7=

Definition/Lemma 1.23:
Wir setzen A(0) =0, A((a,b]) :=b—a und fuer A € A:
k k
A(A) == > A(J;), wobei A = | J; eine disjunkte Zerlegung gemaess Lemma 1.22 ist.
i=1 j

i=1
Dann ist A wohldefiniert, d.h. A(A) haengt nicht von der Wahl der disj. Zerlegung ab.

Lemma 1.24:

Es sei K ein beschraenktes und abgeschlossenes Intervall und (U,,) ein Folge offener Mengen mit K C |J U,. Dann
n=0

existieren nq,....,n; mit K C U,, U...UU,,,
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!
oder aequivalent: I eN: K C |J Ui
0

n=

Theorem 1.25:

A:A—[0,00) ist o-additiv.

Definition 1.26: (translations-invariant, lokal endlich)

Sei p ein Mass auf (R, B(R)).

1. Dann heisst p translations-invariant, wenn gilt: VB € B(R) Vh € R : p(B + h) = pu(B)

2. p heisst lokal endlich, falls fuer alle beschraenkten Intervalle I C R, gilt: p(I) < oo

Bemerkung;:

u lokal endl. = p o-endlich

Theorem 1.27 (Lebesgue-Mass auf R)
Es existiert ein eindeutig bestimmtes translations-invariantes und lokal endliches Mass A auf (R, B(R)) mit
A([0,1]) = 1. X heisst Lebesgue-Mass.

Genauer: VC > 03! translativ, lok.-endl. Mass v auf (R, B(R)) mit v(][0,1]) = c. Es gilt: v =c¢- A

Bemerkung;:

A erzeugt ein aeusseres Mass A* : P(R) — [0,00] und damit G = { additive Mengen bzgl. A*} ist o-Algebra.
Caratheodory: A\*|g = A ist ein Mass.

Es gilt: A C B(R) C G. Wir definieren £(R) = B(R), (Vervollstaendigung)

Es gilt: £L(R) = G und heisst Lebesgue o-Algebra (A ist auf £(R) lok.-endl., translationsinvariant.)
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2 Integrationstheorie

2.1 Messbare Funktionen und Borell-Funktionen

Seip: X =Y, ICPX)

o' I) ={reX|p)cl}={pel}
Lo (19 = (¢ (D)
2. Fuer (A;)icr C P(Y) gilt:

@ Uean=¢ (U )

i€l i€l
(b) (4;) p.w. disjunkt = (¢ ~(A;)) p.w. disjunkt
© N = (0 4)

iel iel

3. £ C P(Y) o-Algebra

= o 1) ={p Y A) | A€ &} C P(Y) ist eine o-Algebra

Definition 2.1: (Messbare Abbildungen)
1. Es seien (X,€) und (Y,F) Messracume. Dann heisst ¢ : X — Y (£, F)-messbar, falls o~ 1(F) C £

2. Ist (Y, F) = (R, B(R)), so heisst ¢ reelwertig £-messbar

3. Zusaetzlich (X,d) metrisch, &€ = B(R), so heisst ¢ reelwertige Borel-Funktion

Lemma 2.2: (Messbarkeitskriterien)

Es KCP(Y) und R := ¢(K). Dann sind fuer ¢ : X — Y folgende Aussagen aequivalent:
1. ¢ (€, F)-messbar.
2.VKeK:p Y K)e&

3. 7Y K)C &
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Bemerkung;:
1. p messbar < Urbilder messbarer Mengen sind messbar
2. Es reicht Messbarkeit auf einem Erzeugendensystem zu ueberpruefen.

3. Stetige Funktionen ¢ : (X, d) — (Y, d’) sind Borel-Funktionen, d.h. messbar bzgl. B(X,d), B(Y,d’)

Lemma 2.3: (Komposition messbarer Funktionen ist messbar)
Sind (X,&), (Y,F), (Z,G) Messraeumne,

p: X =Y (& F)-messbar,

Yv:Y = Z (F,G)-messbar,

dannist Ypop: X = Z (&,G)-messbar.
1. Es ist aequivalent:

(a) ¢ : X — R ist £-messbar

(b) Vt e R: p~1((—o0,t]) C &
(c) Vt €R: p~1((—o0,t)) C &
(d) Va,beR: o~ ([a,b]) C &
(e) Va,b e R: p~1([a,b)) C &
(f) Va,b € R: o~ ((a,b]) C &
(g) Va,b € R: ¢~ ((a,b)) C &

2. Sind ¢, : X - R E-messbar, so auch ¢ + ¥, ¢ ¢

Definition 2.4: (erweiterte Funktionen)

1. Wir setzen R := RU {—00, +c}, die erweiterte reelle Gerade,

und nennen Fuktionen mit Werten in R erweiterte (oder numerische) Funktion.

2. ¢:(X,€) — R ist E-messbar, wenn gilt:

(a) ¢~ ({+o0}), ¢ '({-o0}h) €&
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(b) VI € B(R): ¢~ 1(I) € &.

Bemerkung;:
d(z,y) := |arctan(z) — arctan(y)| Vz,y € R mit arctan(+o0) = +£% ~» (R, d) ein kompakter metrischer Raum.

Es gilt:

1. A C R offen bzgl. dg,u.

= A ist d-offen.
2. 0: X >R E-messbar & ¢ ist (£, B(R,d))-messbar.

Proposition 2.5:

Es sei (p,) eine Folge erweiterter £-messbar Fkt.. Dann sind sup ¢,, infe,, limsupey,, liminf¢y, erweiterte
n n n—00 n—00

E-messbare Funktionen.

Bemerkung;:

(pn) E-messbar ¢ : X — R mit o, (2) 1 o(r) = ¢ E-messbar, denn ¢(z) = sup ¢, (z)

2.2 Partition und einfache Funktionen
Es sei (X, &) messbarer Raum.
Defintion 2.6: (einfache Fkt., Partitionen)

1. ¢ : X — R heisst einfach falls ¢(X) C R endlich ist.

2. Eine endliche, disjunkte Vereinigung X = A;U...UA,, [i#j = A;NA; = 0] heisst eine endliche Partition

von X.

Gilt: Ay,..., A, € &, so heisst (Ag)g41,....n eine endliche, E-messbare Partition von X.

Bemerkung;:

1. Menge der einfachen Funktionen bildet einen R-Vektorraum.
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2. Schreibe o(X) :={ai,...,an}, (a;)i=1,. n p-w. verschieden und A; := ¢~ (a;) C X.
= (A;)i=1,....n eine endliche Partition von X und ¢ = Y a;14,. Dies ist die kanonische Darstellung von .
i=1

N _ .
3. ¢ hat viele Darstellunge der Form ¢ = >~ @xlz , ar € R, Ay C X. Wir erlauben @, ¢ (X) und A;NA; # 0
k=1

4. ¢ = > axl4, kanonisch
k=1

Dann gilt: ¢ E-messbar
&S Ay e Vk=1,...,n

< (Ajg) endl., messbare Partition.

Proposition 2.7:
Es sei f : X — [0, 00| eine nicht negative, £-messbare Funktion. Fuer n € N, n > 1, definiere:

Sl falls S < fla) < &, i=1,..,n-2"

2n 9

pn(z) =
n, falls f(x) >n

= (, sind einfach und £-messbar. Die Folge (,,) ist monoton wachsend mit ¢,, T f. Ist f beschraenkt, so ist die

Konvergenz gleichmaessig.

2.3 Das Integral nicht-negativer messbarer Funktionen

Einfache Funktionen
N

Es sei ¢ : (X, &, 1) — R, eine nicht-negative, einfach £—messbare Funktion. Wir schreiben: ¢ = 3 ajly4, mit
k=1

a1, ..any >0, A, ..., Ay €&

Defintion 2.8 (Integral nicht-neg. messbarer, einfacher Funktionen)

N
/@ dp =" apu(Ax) € (0,400
X k=1

mit der ueblichen definition 0- 0o :=0

Bemerkung;:
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1. Statt [ ¢ du schreiben wir auch [ ¢ du baw. [y o(X)du(z).
X
2. [pldx=1-pR) =00

Lemma 2.9:

Das Integral ist wohldefiniert. D.h.
N M
=Y uta =Y bt
k=1 j=1

impliziert:

N M
Z app(Ag) = Z bju(B;)
k=1 j=1

Proposition 2.10

Es seien ¢ und v einfache, nicht-negative £-messbare Funktionen. Dann ist fuer alle o, 5 > 0 auch o ¢ 4 3 1 eine

einfache, nicht-negative £-messbare Funktion. Es gilt:

/(aw+5¢)dua/wdu+ﬂx/wdu

X X

Ausserdem gilt: ¢ <¢ = [pdu< [ du
X X

Definition 2.11: (Integrale nicht-neg. messbarer Funktionen)

Essei f:(X,E, u) — Ry := [0, +00] eine nicht-negative £-messbare Funktion. Wir definieren:

 nicht-negativ, einfach £-messbare
/fdu:sup /sodu
X

das Integral von f ueber X bzgl. pu.

X Funktion mit ¢ < f

Bemerkung:
1. Prop. 2.7: 3(p,) Folge nicht-neg., einfacher £-messbarer Funktionen mit ¢, 1 f.

2. [ f dp = 400 ist moeglich und kommt vor.
X
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Proposition 2.12:

(n) sei eine Folge nicht-neg., einfacher, £-messbare Funktion:

ont f = )ZsonduTX/fdu

Bemerkung;:

D.h.: ffdu:sup{fgpdu | gpgf} und [ fdp= lim [ ¢, du fuer alle ¢, 1 f
b'e X X "L—>OOX

Lemma 2.13:

1. f,g: X - R, &-messbar und ¢ > 0. Dann gilt:

/(C~f+g)du:c-/fdu+/gdu

X X X

und

f<g = /fdug g dpu
X

Mo

2. fu,g: X — Ry E-messbar mit f, g
= /fn dp 1 /g dyp (Monotone Konvergenz)
X X

Lemma 2.14: (Markov-Ungleichung)

BEssei ¢ : X =R, E-messbar. Dann gilt fuer a € (0, c0)

SHE

p({p>a}) <

/s@du
X

Korollar 2.15:

Essei o: X - R, E-messbar:

L [edu<oo = p({p=00})=0
X

2. [odu=0 & =0 pfast ueberall < p({z|e(z)>0})=pun{e>0})=0
X
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Lemma 2.16: (Fatou)

©n : X = R, E-messbar. Dann gilt:

/lim inf @, du < lim inf/cpn dp
n—oo n—oo
X X

D.h. das Integral ist unterhalb stetig (lower sum continious).

Bermerkung:

©n —  punktweise:

/gp dp < liminf/cpn dup
n—roo

2.4 Das Integral messbarer Funktionen

Definition 2.17

Es sei ¢ : X — R eine E-messbare Funktion auf (X, €, )

1. Ist ¢ nicht-negativ, so heisst ¢ p-integrierbar falls

/g@du<oo

X

2. ¢ heisst u-integrierbar, falls sowohl der Positivteil ¢ := max{¢, 0} als auch

der Negativteil p_ := max{—¢, 0} p-integriebar sind. Dann defienieren wir:
/wdu:/wdu—/ww
X X X

3. Essei A€ Es.d. ¢-14 p-integrierbar ist. Dann definieren wir:

/s@du=/<p-11,4du

A X

_ _ Y(x) z€A
Analog heisst ¢ : A — R p-integriebar, falls ¢ (x) := p-integrierbar ist. Dann setze:

0 x¢ A

!w:lww
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Bemerkung;:

Le=pr—9_ ;5 lol=pr+e

© messbar = (4, @_ messbar.

2. Fuer ¢ : X — R, &-messbar ist | ¢ dp immer definiert, aber ¢ ist p-integrierbar < [ ¢ du < oo.
X X

Proposition 2.18:
Es sei ¢ : (X, &, 1) — R messbar.

Dann gilt: ¢ integriebar = |p| p-integriebar.

Proposition 2.19:

Es sei ¢, : X — R p-integrierbar.

1. Fuer a, B € Rsei a- ¢ + (-9 auf X definiert.

Dannist a-¢+ -1 p-integrierbar

/(a-s0+ﬂ-w)du=a~/wdu+ﬂ-/wdu

2. 9<y = [edu< [¢du

3. ‘fwlu‘ < ['lel du
X X

2.5 Konvergenzsaetze

Satz 2.20: (Monotone Konvergenz)

Es sei (X, &, u) ein Massraum und ¢, : X — R eine monoton wachsende Folge u-integrierbare Funktionen mit :

dM >0Vn e N: /gpndMSM.

X

Dann ist ¢ := limp, : X — R p-integrierbar mit:

n—o00
X X

lim sandu:/wiu
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Satz 2.21: (Dominierte/ Majorisierte Konvergenz und Lebesgue)
Es sei g, : (X,&,u) = R, n €N, eine Folge £-messbarer Funktionen, die punktweise gegen ¢ : X — R konvergiert.

Wir nehmen an , dass ¢ : X — Ry p-integriebar mit:
Vee XVneN: |p,(z)| < ¢(x) existiert

Dann ¢,,, ¢ sind p-integriebar mit:

lim sandu:/wdu

n—o00
X X

Es gilt auch:

n—r oo

lim /w—m du=0
X

Korollar (Riemann=Lebesgue)

Es sei f : [a,b] — R stetig, dann ist f Riemann und Lebesgue Integrierbar und es gilt:

b

[ra= [ s

a [a,b]

2.6 Raeumlich integrierbare Funktionen

(X, &, p)-Massraum

LYX,E pu):={f: X =R | f p-integrierbar}
Achtung: ¢ + 9 ist i.A. nicht definiert auf ganz X.
I+l £1(X, &, 1) — [0,00), || £l :=5(f £ dp

Es gilt:

la- fll=lal-[Ifli VYaeR, VfeL

lg + fllv < 111+ llglh; V.9 € L

Aber: ||f|l1 =0 < f =0 fast ueberall

Wir definieren ¢ ~ 1 & ¢ = 9 fast ueberall.
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Definition 2.22: (L')

Der Raum der Aequivalenzklassen bezeichnen wir mit:

LYX, &, p) = LYX, &, p)/ ~

Lemma 2.23:

LY (X, &, u) ist ein Vektorraum und | - |; induziert eine Norm auf L*(X, €, i), die wir wieder mit || - ||; bezeichnen.

Definition 2.24: (LP, LP)

Fuer p € (0, 00) definieren wir
LP(X,E,p):={ f: X =R | f Emessbar, /|f|p dp < oo
X

und

LP(X,E, p) == LP(X,E, p)) ~

Lemma 2.24:

LP(X,E, ) ist ein Vektorraum.

191 i= | [ 171 d

ist die LP-Norm.

Proposition 2.25: (Hoelder-Ungleichung)
Essei o € LP(X,E,p), ¥ € LYX,E, p) mit ]% + é =1, p,qe€ (0,00)
Dann gilt:

@w € Ll(ngnu)

und

le -9l < llellp - 19llg
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Young-Ungleichung:

p q
Ve,y > 0: x~y§x——|—y—
p q

Proposition 2.26 (Minkowski-Ungleichung)

Es sei p € [1,00) und ¢, ¥ € LP(X, &, n).

Dann ist
p+veLP(X,€ p)
und
o+ dllp < llelly + 191l
Bemerkung;:

on 0 b |nll, — 0

n—oo

Es gibt Beispiele von solchen Funktionen die nirgends punktweise konvergieren.

Theorem 2.27:

Es sei p € [0,00) und (¢,,) Cauchy-Folge in LP(X, &, ). Dann gilt:

1. 3 Teilfolge (¢n, )ren, die u-fast-ueberall punktweise gegen eine Funktion ¢ € LP(X, &, u) konvergiert.

n—roo

2. len —@llp —— 0, d.h. (LP(X, &, 1), | - |lp) ist vollstaendig, d.h. ein Banachraum.
Bemerkung:

1. LP spielt wichtige Rolle in der Funktionalanalysis und PDEs

2. (L>®(X,&, 1), - |leo) ist Banach-Raum.

3. (LA(X, &, ), | - |l2) ist ein Hilbertraum. < f,g >r2:= [ f- g du
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3 Produktmasse

3.1 Produktmass und Satz von Fubini

Es seien (X, &) und (Y, F) messbare Raeume.

Definition 3.1: (Produkt o-Algebra)

1. Mengen A x B C X xY mit A € £ und B € F heissen messbare Rechtecke. Es sei R := {AXx B | A€

E, B € F} die Menge der messbaren Rechtecke.

2. Die o-Algebra & x F = o(R) heisst Produkt-o-Algebra von (X, &) und (Y, F)

3. Fuer E € £ x F heissen fuerz € X,y €Y :
E,={yeY | (z,y) € E} CY und
EV:={zeX | (z,y) e E} C X

Schnitte von E.
Bemerkung:

1. R ist ein m-System (d.h. Schnittstabil)

(Ax B)N (A’ x B) = (AN A") x (BN B)

2. p:&€ — 10,00 und v : F — [0, 00] Masse
~ uxv(AxB)=pu(A) -v(B) VAxBeR
izg: Y =X XY
y= (z,y) = (i) YE)=E,
Y. X—>XxY
e (z,y) = (i¥)"YE)=FEY
Theorem 3.2:

Es seien p: £ — [0,00] und v : F — [0,00] o-endliche Masse. Dann gilt fuer £ x F
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1.VeeX: E,eF, VyeY: EYe€&

X — [0, 00]
2. Die Funktion ist £-messbar
x = v(Ey)
Y — [0, 0]
und ist F-messbar.
y = u(EY)
Es gilt:

[ o) duta) = [ uie) aviy)

b ¥
Theorem 3.3: (Produktmass)
Es seien (X, &, p) und (Y, F,v) o-endlich Massracume. Dann existiert ein eindeutig bestimmtes Mass pu auf X x

Y, € x F mit der Eigenschaft:
(uxv)(Ax B)=p(A)-v(B) VAe&, Be F

Das Mass p x v ist o-endlich. Sind p, v endlich so auch p x v

Definition 3.4: (Produktmass)
1. Esseien (X, &, p) und (Y, F,v) o-endliche Massraeume. Dann heisst p x v das Produktmass auf X xY, & x F
2. (R,B(R), \) Borel-o-Algebra mit Lebesgue-Mass. Dann gilt:

B(R) x ... x B(R) = B(R")

n—mal

und wir nennen:

A" = AX Lo x A B(R™) = [0, 00]
—_—
n—mal

das n-dimensionale Lebesgue-Mass.

Korollar 3.5:
Essei E €& Xx Fmit uxv(E)=0
Dann gilt:

w(EY) = 0 fuer v-fast-ueberall y € Y
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und

v(E,) = 0 fuer p-fast-uberall z € X
Theorem 3.6: (Fubini Tonelli)
Es seien (X, &, ) und (Y, F,v) o-endliche Massraeume. F : X x Y — [0, 00] sei £ X F-messbar. Dann gilt:

1. Fuer jedes z € X (bzw. y € Y) ist die Funktion Y 3 y — F(z,y) € [0,00] F-messbar.

(bzw. X > — F(z,y) € [0,00] &-messbar)

2. Die Funktionen

X9x|—>/F(1;,y) du(y)

und
Yoy [Pl dua)

sind &£-bzw.F-messbare Funtkionen.

3. Es gilt:

[ s~ | ([ ron o) o /LFzydu "

Korollar 3.7:  (Allgemeiner Satz von Fubini)

Essei F: ExF — R &x F-messbar. F ist gerade dann p x v-integrierbar, wenn beide folgenden Aussagen gelten:
1. Fuer p-fast-ueberall z € X ist y — F(z,y) v-integrierbar.
2. Die Funktion z — [ |F(z,y)| dv(y) ist p-integrierbar.
Y

Dann gilt:

[ rew s = [ | [Fewpaw | = [ | [ Fedu) | aow)
X

XxXY Y Y

Bemerkung;:

1. Es gilt aequivalent:
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(a) Fuer v-fast-ueberall y € Y ist © — F(z,y) p-integrierbar.
(b) Die Funktion y — [ |F(z,y)| dv(z) ist v-integrierbar.
X
2. Analog konstruiert man Produktmasse auf endlichen karthesischen Produkten. (X;,&;, pu;), i =1,... o-

endliche Massraeume.

X=X1x..xX,, R={A1x..x4, | A; €&}
E=& %o xE,=0(R) Iu:E — [0,00] mit
(A X o X Ap) = p1(Ar) - o i (AR).

Dieser Prozess ist assoziativ.

3.2 Das Lebesgue-Mass auf R"

(R,B(R),A) ~ (R™,B(R™),\")

Es gilt:

Notation:

Fuer a € R™ und § > 0 definiere:

Q(a,d) :=[ar,a1 + 0) X ... X [an,an +0) = Z

K2

1[&1, a; + (5)

0-Box mit Ecke a.

Zu N € N sei
On ={QC2 N -k,27N) | k= (k1,....kn) €Z"}
= Oy CBR") \(Q27N k27N =@ N)n=2"N
Q:= G Qn
NZ0
Lemma 3.8

1. Q,Q €Qn = QNQ' =0oder Q=Q
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2.Q€Qn, Q€Qy, N<M = QnNnQ' =0oder Q@ CQ

3. Q,Q € Q. Danngilt: QNQ #0 = Q CQ oder Q' CQ

Bemerkung;:

1. O enthaelt abzaehlbar viele Boxen

2.VNeNVzeR"3QeQn : 2€Q

Lemma 3.9:

Es sei U C R" eine nicht-leere offene Menge. Dann ist U eine abzaehlbare, disjunkte Vereinigung von Mengen aus Q

Korollar 3.10:

o(Q) = BR")

Theorem 3.11: (Eigenschaften des n-dim. Lebesguemass)

1. (Translationsinvariant) VE € B(R") Vz € R™ gilt:

x+FEe€BR") und \N'(z+ E)=\"(E)

2. (Eindeutigkeit) Es sei p ein translationsinvariantes Mass auf B(R™) mit der Eigenschaft: VK C R™ kompakt

gilt ©(K) < oco. Dann existiert ein ¢ > 0 mit g = c¢- A"

3. (Rotationsinvariant) Fuer alle R € O(n) gilt:

N'(R(E)) = NY(E) VE € B(R")

4. (lineare Transformationsformel) Es sei T : R™ — R” eine lineare Abbildung:

NY(T(E)) = |det T |- \*(E) VE € B(R")
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3.3 Bildmasse, Trafosatz und Trafoformel

Es sei (X,€) und (Y, F) messbare Raeume. p sei ein Mass auf (X, ).

Definition 3.12: (Bildmass)
Essei F: X — Y £ F-messbar. Dann heisst

Fyn(B) = u(F~'(B)) VBeF

, das Bildmass von p unter F.

Bemerkung;:
1. Fup ist wohldefiniert, da F' messbar ist.
2. Fyp ist ein Mass, denn F~! ( U Bn> = U F 4B,
n=0 n=0

3. X 5y 57 = (GoF)up=Gu(Fup)

(G o F)3(C) = u(F~HGH(C))

Satz 3.13: (Trafosatz)

In der obigen Situation sei ¢ : Y — [0, 00| eine F-messbare Funktion. Dann gilt:

/wwd@mmszwu»wm>

Y X

Erinnerung:

U,V C R" offen , dann ist F : U — V ein C'-Diffeo, wenn F bijektiv ist und F und F~! (C'-Abbildungen sind.
DF : U 28, GL(R") baw. Lin(R",R")
Theorem 3.14: (Trafoformel)

Essei F': U — V ein C'-Diffeomorphismus. Dann ist ¢ : V — R genau dann A\"-integrierbar, wenn @o F'-|det DF| :

U — R A™-integrierbar ist. Dann gilt:

/@(y) dA"(y) = /@(F(af)) -|det DF(z)| d\"(x)

Y U dFy\n
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4 Integration auf Untermanigfaltigkeiten

4.1 Untermanigfaltigkeiten

Defnition 4.1:

Eine Teilmenge M C R™ heisst k-dimensionale Untermanigfaltigkeit (UMfkt.) der Klasse C' (I € (NU {oo}), falls

es zu jedem Punkt a € M eine Umgebung U C R™ von a und C!-Funktionen fi, ..., fu—k : U — R mit folgenden

Eigenschaften gibt:
1. MNU={zeU]| fi(z) =... = fn_i(z) =0}

2. Vz € U : Rang (W(x)) =n — k (= maximal)

Bemerkung;:

1. Gilt statt 2. (Def 4.1) folgendes:

O(f1s s fn—k)

Rang< A1,y Tn)

(a)) =n — k (= maximal)
, dann gilt auch 2. (Def 4.1) nach verkleinern von U.
2. 2. (Def4.1) = (Vfi(z),...; Vfn_r(z)) linear unabhaengig Vr € U

Bemerkung;:

Eine (n-1)-Dimensionale UMfkt in R™ heisst Hyperflaeche. (z.B. S"~1 C R")

Proposition 4.2: (Jede UMfkt. ist lokal ein Graph.)
Sei M eine k-dimensionale UMfkt. des R™ der Klasse C' und a = (ay,...,a,) € M. Nach eventueller Umnum-
merierung der Koordinaten gibt es eine offene Umgebung U’ C RF von o’ = (ay,...,a) und U” C R"* von

a" = (ars1, -, an) und g € CHU’,U”) mit:

MU, U") = Gr(g) = { (¢',a") €U x U" | 2" = g(a')}
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"

und g(a’) = d”.

Beispiel /Definition:
1
f=({f1,sfn) : UCR" 5 R” mit U offen.

M, := f~', y € R". y heisst regulaerer Wert, falls gilt:

Vo € f(y) %(m) hat maximalen Rang

(Ist y ¢ f(U) = y regulaerer Wert)

Falls y ein regulaerer Wert, dann ist M, eine C'-UMfkt., der Dimension dim(M,)

Theorem: (Sard)

Mengen ohne regulaere Werte haben Lebesgue-Mass 0.

Proposition 4.3: (Jede UMfkt. sieht lokal wie R¥ C R™ aus.)
Sei M C R™ eine k dimensionale Umfkt. der KLasse C* und a € M. Dann existiert eine offene Umgebung U C R"

von a und eine C'-Diffeo F : U — V mit:
FUNM)=RFx{0})nV
Proposition 4.4: (Jede UMfkt. besitzt Karten)

Sei M C R™ eine k dimensionale UMfkt. der Klasse C'. Fuer alle a € M existiert eine (in M offene) Umgebung

WC M von a in M, eine offenen Menge Q C R¥ und eine Karte:

p:Q=>WCMCR"
mit folgenden Eigenschaften:
1. ¢ ist ein Homoeomorphismus auf W

2. ¢ ist eine C'-Immersion, d.h. ¢ € C'(Q,R") und Rang(J,(t)) =k =max t € Q
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Bemerkung;:
1. W C M offen in M, d.h. IW C R™ offen mit W = W N M

2. ¢~ : W — ) stetig, heisst:

YO € Q offen (d)_l)_l (O) C W offen in W
3. 71 : W — Q C R heisst lokale Koordinate auf M. p € M ~ ¢~ !(p) € R¥
4. 71 : W — R¥, W ist keine offene Menge!
Proposition 4.2: (Koordinatewechsel sind C?)

Es sei M eine C'-UMfkt. der Dimension k mit ¢; : Q; — W; C M, i=1,2 €; C RF offen, W; offen in M, zwei

C'-Karten mit Wy N Wy # (. Dann ist d)i_l(Wl N Wy) C Q; offen, i=1,2. Und
b3t o pr s T (Wi N Wa) — ¢y (W N Wa)

ein C!-Diffeo..

4.2 Tangentialraum und Differential

Defintion 4.6: (Tangential, Normalraum)

Es sei M C R™ eine k-dimensionale UMfkt. und p € M. Dann heisst:

Cl
Iv:(-1,1) —
1. ,M:={veR" Tangentialraum von/an M in p.

7(0) =p, ¥(0) =v

2. NyM = (T,M)* = T;-M der Normalraum von M in p.

Proposition 4.7:

Es sei M C R™ eine UMfkt., p€ M. Zup € M sei ¢ : Q — W C M eine Karte mit 0 € Q C R*, ¢(0) = p. Dann

gilt:

0 0
T, = span { 5200+ 520}
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Ausserdem sei U C R" offen mit p e UNM und UNM = {fi == fn_ =0} mit Vfy,---,Vf,_ linear
unabhaengig. Dann gilt:

NpM = span{V fi(p), -,V fn—r(p)}

Insbesondere sind T, M und T, N lineare Unterraeume mit dim 7T, M = k(= dim M) und dim N,M =n — k.

Definition 4.8: (Differenzierbare Abbildungen zwischen UMfkt.)

Es sei M ¢ R", und N C R” zwei C'-UMfkt.. Eine stetige Abbildung f : M — N heisst C'-differenzierbar in
p € M, falls es Karten ¢ : Qp — Wiy C M um p und ¢ : Qn — Wy C N um f(p) gibt, so dass:

fWy) C Wy und = to fog: Quy — Qn Cl-differenzierbar in ¢~ (p) ist.

Bemerkung;:
1. Die Definition ist unabhaengig von der Wahl der Karten.
2. fist C', wenn f in jedem p € M C! ist.

3. Kompostionen von C!-Abbildungen sind C'.

Definition 4.9: (Differential)

Das Differential einer C'-Abbildung f : M — N in p € M ist die Abbildung Df(p) : TyM — TN definiert als:
ct .
vi(=ge) — M, 7(0)=p, (0)=veT,M
Df(p)-vi=—| for(t) €TppN

Lemma 4.10:

Das Differential D f(p) ist eine lineare Abbildung, die in Karten ¢ um p und ¢ um f(p) durch:
Jyp-10f00(0)

gegeben ist. [¢(0) = p]
Bemerkung;:

Wenn wir in Lemma 4.10 f = idy; waehlen, erhalten wir die ” Physiker-Defintion” (Jaehlich-Vektoranalysis).
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Ein Tangetialvektor an p € M ist eine Zuordnung, die jeder Karte ¢ um p € M einen Vektor v € R¥ so zuordnet,

dass in einer anderen Karte 1) der vektor Jy,-1,4(0) - v zugeordnet wird.

4.3 Kurven und Flaechenintegrale

Erinnerung:

v : [a,b] L ge
b

L(y) = / 5(0)] dt

a

Nun sei v regulaer. D.h. §(t) = J,(t) #0 Vt

s
Dann ist L(y) unabhaengig von der Parametrisierung. ¢ : [c, d] ¢ -Diffeo , [a, b]

b

d d
L(yop) = / I (e(s))'| ds = / () - @(s)] ds = / ()] dt = L(y)

Trafo-Formel
a

Ist v regulaer und injektiv, so ist 'y|(a . (a,b) — R"™ eine Karte.

f:D c R* 4R, ~:[ab] =D

offen

b
Wegintegral : /f ds := /f(v(t)) A (E)|dt
vy a

unabhaengig von Parametrsierung.

Definition 4.11:

Es sei M C R” eine 2-dimensionale UMfkt. und ¢ : @ — V C M eine Karte. Und

) me 0Py 09 e
gl,](t) =< atl (t) ) 8t] (t) > ) = 1a2

mit
g(t) = det(g;,;(t)) Gram’sche Determinante

Das Flaechenintegral von M = ¢(2) ist:

’UOZQ(M) = / \/g(t) dtldtz
Q
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Propositon 4.12:

volg (M) ist unabhaengig von der Karte.

Dimension k:

M C R" k-dimensionale UMfkt., ¢ : @ —» M eine Karte.

t
R PP AR
gz,j(tla atk) =< 8151 (t) ) 8tj (t)

dt
g(t) = det(g; ;(t)), dS(x):=+/g(t) dti,...,dtg,

k-dimensionales Volumenelement (unabaengig von Karte).

Der allgemeine Fall:

1. M= |J, V; C M offen in M, ¢;:Q; — V; Karte.

Jj=

2. 0« M == [0,1] mit A;|,, \, =0
J

3. Fuer jedes z € M gibt es nur endlich viele j € N mit \;(z) # 0.

Es gilt: ioz Ai(z)=1 Ve e M
=1
dS(@) = 3 \(65(0) - /g @) dtrdte, @ = 65(0)

Jj=1

Proposition 4.13:

iji=1,..

k

z = ¢(t)

Es sei M C R* eine O'—Untermanigfaltigkeit und (W;);e; eine beliebige offenen Ueberdeckung von M. Dann

existiert eine (lokal endliche, der Uerberdeckung (W;),c; untergeordnete) Partition der Eins auf M, d.h:

1. 3 abzaehlbare Familie (V,),ecn von offenen Mengen auf M mit:

(b) V,, ist kompakt und liegt in M
(c) Vn Ji(n) € I sodass V,, C Wy,

(d) Vee M 3U, CM sodass #{neN | U,NV,#0}<oo

offen

1
2.3, M- [0, 1] sodass:
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(a) /\”|M\Vn =0

(b) > An =1 als Funktionen von M.
neN

Lemma 4.14:

M C R*¥ C'-UMfkt. der Dimension m. Dann gibt es eine abzaehlbare offene Ueberdeckung (V},),en von M, sodass:

1.Vn 3¢, :R"DQ, —V, ¢ M

offen

2. V, ist kompakt und enthalten in M.

Korollar 4.15:

M C RF UMfkt.. Dann existieren offenen Mengen O; C M mit O; C O;4; und O; kompakt.Sowie Uo, =M
i€EN

5 Differentialformen

5.1 1-Formen (Pfaff’scher Formen) und Kuvenintegrale

U C R"” offen, p e U
~» n-dimensionale UMfkt. im R"™ (z.B. id : U — U Karte)
Es gilt eine kanonische Identifikation:

T,U ~R"

Definition 5.1: (Tangential- und Kotangetialbuendel.)

1. Der Kotangentialraum von U bei p ist:

Ty =(T,)*={1:T,U - R | linear}

p

2. Das Tangentialbuendel von U ist

TU ={ (p,v) e UxR" | veT,U } = U{p}prU
peU
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Die Abbildung 7 : TU — U, 7((p,v)) =p heisst kanonische Projektion.

3. Das Kotangetialbuendel von U ist

T°U ={(p,)) eUx (R")* | LeT;U } = | J{p} x T;U
peU

mit Projetkion 7 : T*U — U, w((p,1)) = p.

Defintion 5.2: (1-Formen und Vektorfelder)

1. Eine (Differential-) 1-Form (bzw. Pfaff’sche Form) auf U ist eine glatte Abbildung:

w:U—=TU mit mow =1idy

2. Ein Vektorfeld auf U ist eine Abbildung

X:U—-TU mit moX =idy

Bemerkung;:

1. Abbildungen mit m o w = id bzw. 7o X = id heissen auch Schnitte von Kotangetialbuendeln bzw.

Tangentialbuendeln.

Wir schreiben: w(p) «+— w, Analog”X(p) € T,U”
2. w, X sind glatt bezueglich Auswertung:

Vv eR"” U3sprwy(v) R glatt

Defintion 5.3: (Kurvenintegral)
Sei w eine stetige 1-Form auf U C R™ und 7 : [a,b] — U sei stueckweise C'': Das Kurvenintergral von w laengs

ist:

Bemerkung;:

J w ist unabhaengig von der Parmetrisierung von ~.
5
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Definition 5.4: (exakte 1-Formen)
Eine 1-Form w auf U C R™ heisst exakt, falls es eine C'-Funktion f : U — R mit w = df gibt. f heisst Stammfunktion

Wurzel oder Primitive.

Kotangetialbasis:

Jede 1-Form laesst sich zerlegen in die Form:

Wp = Zgi(p) dzx;
i=1

mit g : U — R und dz; : T,U ~R™ - R.  Es ist ausserdem w € C! wenn die g; € C1(U)

Defintion 5.2: (Gebiet)
Ein Gebiet G C R"™ ist eine zusammenhaengende Menge. In einem Gebiet koennen je zwei Punkte durch einen

stueckweise C''-Weg verbunden werden.

Proposition 5.6:

Eine stetige 1-Form w auf einem Gebiet G C R ist genau dann exakt, wenn fuer je zwei stueckweise C'-Wege v, o

in G mit den selben Anfangs- und Endpunkten gilt:

o/

Dann ist die Stammfunktion f von w eindeutig bis auf eine Konstante:

/ w = F(4(1) = F(1(a))

Y

Definition 5.7: (d-Operator)

1. Essei w= Y fi dv; eine C'-1-Form auf der offenen Menge U C R™. Dann definieren wir:
i=1

dw = % dx; N\ dx;
al’j

ij=1

Wobei A als "Dach” oder "wedge” bezeichnet wird und folgende Bedingung erfuellt: dz; A dz; = —dz; A dx;
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2. w heisst geschlossen, falls dw=0 gilt.

Bemerkung:

_ ofi 9f; A ds
dw = Z (5‘:@ ﬁxi) dx; A\ dx;

1<j<i<n

denn: dx; ANdx; = —dx; Ndx; = dx; Ndx; =0

ofi  0f;

dw = —
v 0 < 8%‘]‘ 8%‘1

i,j=1,.,n

Definition 5.8: (sternfoermig)

Eine Teilmenge X C R™ heisst sternfoermig bzgl. zq € X falls gilt:
Vee X [zo,z]:={t-xa+(1—-t)-z | te]0,1]}CX

Proposition 5.9:
Sei w eine C!-1-Form auf einem Gebiet G C R™:

1. Ist w exakt, so auch geschlossen.

2. Ist G sternfoermig und w geschlossen, so ist w exakt.
Bemerkung;:

1. In Formeln: w=df = dw=d(df)=0

2. Ist G sternfoermig: dw=0 = df: w=df

5.2 Differentialformen hoeherer Ordnungen:
Defintion 5.10: (I-Formen und Dachprodukt von Linearformen)

1. Eine k-Form w auf V [V n-dim. R-Vektorraum)] ist eine multilineare, alternierende Abbildung

w:Vx.xV-=R k>1
—_———

k—mal

D.h. fuer VA, p e R Vo,weV
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(a) w(..., Av+pw,...)=Aw(...,v,...)+pw(...,w,...)

(b) (alternierend) w(..., w

ite POS.7.'.,j_teU1)DOS.’...) =—w(.., w voo..)

“ite Pos.| 7j—te Pos.’

2. Der Raum der k-Formen ist ein R-Vektorraum, den wir mit, A*V* bezeichnen.

k=0: AV*:=R, k=1: A'V* =V* =Dualraum von V.

3. Das aeussere Produkt oder auch Dachprodukt von Linearformen (1-Formen) ag,...,a; € V*, ist definiert
durch:
ar(v1) ... ar(vg)
(a1 Ao Aag) (v, ..oy op) = det (g (v5)); 5, = det Yoi,...,u5 €V
agp(v1) ... ag(vk)

Propostiton 5.11:

Es sei aq,...,a, € V* eine Basis. Dann bilden
i, A Nag, €AV 1< <ip <. <ip<n

eine Basis von A*V*. Insbesonder gilt:
dim (AFV7) = ("
im (A*V) ( k)

Fuer k > n: A*V* = {0}.

Bemerkung;:

1. Aus (Z) = (nfk) folgt AFV* ~ APk

2. Esseien a,...,o €V imit oy =a; 1#j = o A...ANap=0
Defintion 5.12: (Dachprodukt von Formen)

Das Dachprodukt ist eine Abbildung:

APV x AtVE 5 ARy

(w,0)—»wAo
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defniert durch:

w = E )\il,~~~7ik i NN gy

11<... <1
und
o= E : Mgy, @iy A N ag,
J1<...<j
fuer eine Basis aq,...,a, € V*
wANo = E Ai17~~-7ik ;Ljh___,jl (&7 3 /\.../\Otik /\Oéj1 /\.../\Otjl
11 <... <t
J1<..-<iy
Bemerkung;:

1. Die Def. ist unabhaengig von der Wahl der Basis aq,...,a, € V*

2. Die RHS von w A o ist nicht aufsteigend in den Indices

Lemma 5.13: (Rechenregeln)

1L.AEAV*=R, ceAV*: AAo=A\-0o

2. Linearitaet: X\; € R, w; € AFV* g e AV, =12

= ()\1&11+>\2w2)/\0'=)\1w1/\0'+)\QW2/\0'

3. Wiy, Wpy 01,...,05 € V™

= (wl/\.../\wr)/\(ol/\.../\os):wl/\.../\wr/\al/\...

4. Assoziativitaet: (w1 Awa) Aws = w1 A (w3 A ws) Vw; € ABV*  §=1,2,3
5. Alternierenden Gesetz: wA o = (—1)*loAw we AV o e AlVH

Defintion 5.14: (Differential k-Formen auf offenen Mengen)

Es sei U C R" offen

AU = | {p} x AT U
peU
mit 7 : A¥T*U — U Projektion.

N O
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2. Eine (Differential)-k-Form w ist eine Abbildung w : U — A¥T*U mit 7 o w = idy.

d.h. w(p) = (p,wp) mit w, € AFTIU

Bemerkung;:
1. 0-Formen sind Funktionen auf U.

2. Kanonische Identifikation T,U ~R" , T U ~ (R")*

kpsTT ~ AK(TRM)*
= AFTIU ~ AF(R™)
3. Damit (und mit Prop. 5.10) kann jede k-Form auf U als:

w= Z fivoin dxsy Ao AN day,

1< .. <ig

geschrieben werden, wobei f;, ;. : U = R eindeutig bestimmte Funktionen sind. w ist C", r =0,...,00 &

Alle fil---ik sind C".
4. Das Dachprodukt und seine Rechenregeln (L 5.13) uebertraegt sich:

(WAT)pi=wp Ao, , YpelU

Notation:
Es sei U C R" offen. Fuer k > 0 bezeichnet QF(U) den Vektorraum der C*°-k-Formen auf U.

- QU = C=(U,R)

Definition 5.15: (Aeussere Ableitung)

Es sei w eine C'-k-Form auf U, w= Y fi, 4, dx;, A... Adx;,. Dann ist die (k+1)-Form:
11 <. <1

"~ Ofiy.in
dw = Z ZJ;Tl"da:l/\dxil/\.../\dxik

11 <...<ig =1

die aeussere Ableitung von w.




5 DIFFERENTIALFORMEN 43

Notation:

1. Statt > fi,..ip dziy A ... Adxy, schreiben wir: > frdaxy I = (i1,...,0k), |[I|=k

11 <...<1p |I|:k

i1 <...<lp

= dw= Z dfiy..ip dxiy Ao ANdzgy, = Z dfr A day

i1<...<ip, |I|=k

Lemma 5.16: (Rechenregeln)
1. VA1, A2 € R, wq,ws k-Formen : d()\l w1 + Ao wg) = A dwy + Mg dws
2. weQ¥U), 0 €QU): dwAho)=dwAo+(-1)¥wAdo (Leibnitz Regel)

3. Fuer alle C?-k-Formen w: d(dw) =0

Proposition 5.17: (Poincare-Lemma)

Es sei w eine C'-k-Form auf dem Gebiet G C R™. Dann gilt:
1. Ist w exkat, so auch geschlossen.

2. Ist G sternfoermig und w geschlossen, so ist w exakt.

Definition 5.18: (Pullback)

1
Es seien U C R™ und V' C R/ offen und ¢ = (¢1,...,¢,) : V “, U. Fuer eine k-Form w = > fr dxp auf U ist
|1|=k

die mittels ¢ zurueckgezogene k-Form:

¢'w="> (fro¢)der

|I|=k

wie folgt definiert. Zu I = (i,. .., 1) setze:

l
d¢[2d¢ilA...Ad¢ik mit d(brzzg(mdyj, r=1,...,n

j=1 "%
Bermerkung:
. - ot ot
1. Esgilt: id'w=w, v:W—7V, ¢:V —U,

= P Pw = (po)w
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2. Geometrische Interpretation:

(@*w)p(v1, ..+, k) = We(p) ( D¢(p) - v1,...,Dep(p) - vy )
ET,V) TymU

3. w=f (0-Form) = ¢*f=/foo

Lemma 5.19: (Rechenregeln)
L VAL, A €R, wi, wo € QF(U): ¢ (A1 wi + Az wa) = A1 ¢* w1 + Az P ws
2. ¢* (WA o) = (6"w) A (6"0)
3. 0€C? welCl: d(¢*w)=¢*dw

Proposition 5.20: (Transformationsverhalten von n-Formen auf R™)

Es seien U,V C R" offen und ¢ € C*(U, V).

Fuer eine n-Form w auf U, w:= fdx; A... ANdx,, gilt:

¢*w=(fo¢) det(Jy) dy1 A ... Ndyp,
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6 Integralsaetze

6.1 Integration von Formen

Es sei Q C R offen, schreibe (t1,...,t;) € Q. Wir erhalten dann dt1, ..., dt;. T, ~RE, Ty~ (Rk)*.

Die Standardbasis ey, ..., e, € R¥ induzieren ein Vektorfeld dy,,...,d;, auf
dh. 9, (p) = e; € T,Q ~RF

Dann gilt:  dt;(0;,) = 045

Definition 6.1: (Integration ueber offenen Mengen)

1. Es sel w:= f(t) dt; A ... A dty eine stetige k-Form auf Q und A(2) < oo. Das Integral von w uber € ist :

/w:/wt(atl,...,atk)dtl...dtk:/f(t)dtl...dtk
Q Q Q

2. Es sei M C R" eine k-dimensionale Untermanigfaltigkeit, die von einer Karte ¢ : Q — M ueberdeckt wird.

Es sei U C R"™ eine offene Menge mit M C U und w stetige k-Form auf U. Dann ist das Integral von ) ueber M

o d
/“=/¢*WZ/W¢<t> <8i(t),-.-,ai(t)> dty ... dty,
Q ’

M Q

definiert durch:

6.2 Orientierebarkeit und Untermanigfaltigkeiten mit Rand

Definition 6.2: (Orientierbarkeit)
Eine Untermanigfaltigkeit M heisst orientierbar, falls Karten ¢; : €; = W; C M, i € I existieren mit folgenden

Eigenschaften:

1. M wird ueberdeckt, d.h. | W; =M
el
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2. Vi,jel: hat positve Jacobi-Determinante. D.h.

-1
9 0 bilyr wiows)

det Jy-1,, () >0 Vte o (Win W), Vijel

Bemerkung;:

Eine Orientierung von M entspricht einer ”stetigen Wahl” von Orientierungen aller T,M, p € M

Definition 6.3: (Untermanigfaltigkeit mit Rand)

M C R™ heisst k-dimensionale Untermanigfaltigkeit mit Rand, falls es zu jedem Punkt a € M eine offene Umgebung

W C M, eine offene Menge Q C R¥ und eine C'-Immersion, [ > 1, ¢ : Q — R"” gibt, die Q NR* homoeomorph
auf W abbildet.
Dann ist

RF = { (ts,...,tx) eRF | t; <0}

und

ORF = { (ty,...,tx) eRF [ t; =0}

Die Punkte in ¢(Q N dR* ) heissen Randpunkte von M. Punkte in ¢(€2 N R¥) heissen innere Punkte. Die Menge

der Randpunkte werden mit 0M bezeichnet und heisst Rand von M.

Bemerkung:

1. Randpunkte sind wohldefiniert, denn ¢ Diffeomorphismus. Es bildet also ¢ Punkte mit ¢; < 0 auf ¢; < 0 (also

genau ¢t = 0 auf ¢ = 0) ab.
2. OM ist eine (k — 1)-dimensionale Untermanigfaltigkeiten, denn ¢| onere Pilden Karten von M. 90M = 0
3. Das Konzept von Orientierbarkeit uebertraegt sich ohne Aenderung auf Untermanigfaltigkeiten mit Rand.

4. Konvention. M zusammenhaengend und kompakte 1-dimensionale-Untermanigfaltigkeit. Dann existiert ein

Diffeomorphismus:

(a) ¢: M — S oder:

(b) ¢: M —[a,b] a<b
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Dann ist M orientierbar und M wird wie Jla, b] orientiert:

Ty0|a, b] ist pos. orientiert.

T,0|a,b] ist neg. orientiert
5. Der Rand ”erbt eine Orientierung”. M orientiert = 0M ist orientiert.
Definition 6.4: (Integration von k-Formen)

Es sei M C R" eine orientierbare, k-dimensionale Untermanigfaltigkeit (mit oder ohne Rand) und w eine C° k-Form

auf der offenen Menge U C R", M C U Wir waehlen Karte ¢; : Q; — W; C M, i € N (oder endlich) gemaess

1
Definition 6.2. Es sei p; : M N [0,1], i€ N, eine Partititon der Eins mit ) p; = 1 und

{peM|pi(p)#0} CW;

Dann definieren wir:

Bemerkung;:

Das Integral haengt nicht von der Wahl der Karten und der Partition der Eins ab.

6.3 Die Integralsaetze von Gauss und Stokes

Theorem 6.5 (Gauss’scher Integralsatz)

Es sei M C R" eine Kompakte, n-dimensionaler Untermanigfaltigkeit mit Rand. Wir orientieren M durch die
uebliche Orientierung des R", d.h. via T,M ~ R". OM trage die induzierte Orientierung.

Es sei w eine ,auf einer offenen Umgebung von M definierte, stetig differenzierbare, (n-1)-Form. Dann gilt:

/w:]\[dw

oM

Anwendung:

1. Geen-Riemann-Formel:

M C R3 kompakte 2-dimensionale Untermanigfaltigkeit und P,Q C'(R3 R) auf einer Umgebung von M.
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Dann gilt:

0 oP
/Pd:c—l—Qdy:/(@Cj—ay) dxdy

oM M

2. Cauchy-Integralformel:
M eine kompakte, 2-dimensionale Untermanigfaltigkeit mit Rand sowie M C U C Cund f: U — C sei

offen

komplex differenzierbar (=holomorph). Dann gilt:

/ f(z)dz=0
oM
Theorem 6.6: (Satz von Stokes)

Es sei M C R™ eine kompakte, k-dimensionale, orientierte Untermanigfaltigkeit mit Rand M, der die induzierte

Orientierung trage. Es sei w eine stetig differenzierbare (k-1)-Form auf M. Dann gilt:

Bemerkung:
w eine (k-1)-Form auf M < w : M — A*1T*M. Die Differenzierbarkeit wird mittles der Karten ueberprueft (Ist

M von der Klasse C?, so haengt dies nicht von der Wahl der Karte ab).

Korollar 6.7:

Sei M geschlossen (& Kompakt und M # ) k-dimensionale, orientierbare Untermanigfaltigkeit und w eine exakte

Ju=o

M

k-Form. Dann:

Lemma 6.8:
Es seien M C R*, N C R! kompakte, k-dimensionale UMfkt. und ¥ : M — N ein Diffeomorphismus. Es sei N
orientiert und w € Q¥(N). Dann wird M durch ¥ orientiert und bzgl. dieser Orientierung gilt:

ol

(M)
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6.4 Klassische Formulierung der Integralsaetze

Theorem 6.9 (Gaussscher Integralsatz)
Es sei wie in Theorem 6.5 (M C R™ kompakte n-dimensioale UMfkt. und OM durch R™ orientiert). Es sei
U= (v1,...,0,) ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf der offenen Umgebung von M und u dass aeussere Nor-

malenfeld von OM, d.h.

Vpe oM : d(p) L T,0M und zeigt nach aussen, sowie: |u(p)| =1

Dann gilt:

/divf)'d”:r: / < 0,4 > dS(x)

M oM
Theorem 6.10: (Stokes fuer Flaechen im R?)
Es sei M C R? eine kompakte, orientierte UMfkt. mit Rand, die die induzierte Orientierung traegt. Es sei ¥ ein
Vektorfeld, welches auf einer Umgebung von M definiert und stetig differenzierbar ist.

Bezeichung:
a) @ := "aeussere” Normale zu M
b) t := Einheitstangentialvektor entlang M in Richtung der Orientierung

Dann gilt:

/<rot v, > dS(z) = / < T,t> ds(x)
M oM



